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Na pista de danga

A primeira danga

Na tabela ao lado encontram-se registadas todas as 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
somas possiveis, estando sombreadas a azul aquelas
~ ; 1 3| 4 5/ 6| 7| 8/ 9 10| 11| 12| 13| 14| 15
que sao quadrados perfeitos.
2 5 6| 7| 8] 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16
A primeira vista podera parecer existir uma multiplicidade 3 71 8l ol 10| 11| 12| 13| 14| 15! 16| 17
de 7 diferentes agrupamentos de pares em que a soma
o grup P emq 4 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18
dos dois numeros € um quadrado perfeito. Contudo,
pesquisando a tabela por colunas e linhas 5 11] 12] 13| 14| 15716] 17| 18] 19
sucessivamente para cada um dos numeros, facilmente 6 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
se conclui que esta impressao é falsa. 7 1518l 17| 18] 19| 20| 21
Por exemplo, para o nimero 1 podemos obter 2 pares 8 17| 18] 19] 20| 21) 22
distintos — (1, 3) e (1, 8) -, para 0 numero 3 podemos 9 19| 20| 21| 22| 23
obter 3 pares’dlstlntos -3, 1), (3, 6)e (3', j3) -, mas ja 10 21| 22| 23| 24
no caso do numero 8 apenas existe um unico par — o par
1 23| 24| 25
(8,1).
12 quadrado perfeito 25| 26
'!'e_rmlnando a pesquisa sugerida, conclui-se que séao 13 27
unicos os seguintes pares: “

(8,1),(9,7)e (10, 6).

Por forma a obter uma tabela mais simplificada, vamos eliminar as linhas e colunas referentes aos numeros 1, 6, 7, 8,
9 e 10, como se mostra na figura seguinte.

Retomando novamente a pesquisa sugerida, obtemos 2 3 4 5 1M 12 13 14
agora como Unicos os seguintes pares:

(2, 14) e (3, 13). 2 5| 6| 7 13| 14| 15| 16

N . 3 7| 8 14| 15[ 16| 17
Simplificando a tabela mais uma vez e efectuando a

Ultima pesquisa, reconhecemos que o par (11, 5) é Unico. 4 9 15]76| 17| 18

Desta forma, resta (4, 12) para sétimo par. 5 16| 17| 18| 19

Obtemos assim os dois ultimos pares:

(11, 5) e (4, 12).

1 23| 24| 25
12 quadrado perfeito 25| 26
13 27
14
4 5 11 12
4 9 15 16
5 16| 17
Portanto, na primeira danga os pares constituidos foram:
(1, 8), (2, 14), (3, 13), (4, 12), (5, 11), (6, 10) e (7, 9). " 23
12 quadrado perfeito
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Na pista de danca

A segunda danga

Comecemos por tentar descobrir os pares que dangavam 1 2
nos lados esquerdo e direito da pista.

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Como a soma dos pares de cada um destes grupos tem
de ser igual, sdo de eliminar imediatamente as somas 3 e
5, pois n&o figuram pelo menos trés vezes.

Vejamos como a soma 7 também n&o pode corresponder
ao valor dum dos grupos laterais.

Se eliminarmos as linhas e colunas correspondentes aos
dangarinos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 (ver 2.2 tabela), constatamos
que nos restam os valores 19 ou 23 para valor triplo.

©W 00 N o g Hh W N =2

O valor 19 ndo serve, pois nesse caso 0 sétimo par seria

(13, 14), cuja soma n&o € um ndmero primo. .
numero primg

O valor 23 também nao serve, pois nesta situagao o
sétimo par seria (7, 8), cuja soma também n&o é um
namero primo.

7 8 9 10 11 12 13
A eliminagéo prévia das somas 3 e 5 origina uma tabela
simétrica, o que podera levar a supor que também o
nuamero 23 nao servira para valor triplo. Acontece que esta
suposicao é errada como vamos mostrar de seguida.

Assumindo o valor 23 como soma tripla, podemos
simplificar a tabela eliminando as linhas e colunas
nameros 9, 10, 11, 12, 13 e 14 (ver 3.2 tabela).

Observa-se que os valores 11 e 7 sdo o0s Unicos que sdo
triplos (exactamente).

O valor 7 ndo pode ser o valor da soma do outro grupo (ja
sabiamos), pois nesse caso o par restante seria (7, 8),
cuja soma n&o é um ndmero primo.

Ja o valor 11 pode ser o valor da soma do outro grupo,
pois neste caso o par do meio seria (1, 2), cuja soma é
um numero primo distinto dos valores 11 e 23 dos outros
dois grupos.

Estd, portanto, encontrada uma solugao:

(1,2), (3, 8), (4, 7), (5, 6), (9, 14), (10, 13) e (11, 12).

(11-11-11-3-23-23-23)

Esta solugao sera Unica?

numero primo
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Na pista de danca

Outro ponto de vista

A primeira danga

Relativamente a primeira danga, vamos agora criar uma tabela que relacione apenas as somas favoraveis com os
numeros dos dancarinos. Em cada uma das linhas da tabela assim criada, o tracgo vertical ou o quadrado preto € eixo
de simetria dos elementos do par que originam a soma respectiva.

Soma 4
Soma 9
Soma 16
Soma 25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Os numeros 8, 9 e 10 apresentam uma unica maneira de serem agrupados: (8, 1), (9, 7) e (10, 6).

Por eliminagdo dos numeros envolvidos e tendo em consideragéo o fendmeno de simetria na constituicdo dos pares,
obtemos a seguinte tabela simplificada.

Soma 4
Soma 9
Soma 16
Soma 25

1 2

3

4 5

6

7 8 9 10 11 12 13 14

Os numeros 2 e 3 apresentam agora também uma unica maneira de serem agrupados: (2, 14) e (3, 13).

Aplicando novamente o processo de simplificagdo obtemos a tabela seguinte.

Soma 4
Soma9
Soma 16
Soma 25

6

7 8 9 10 11 12 13 14

Finalmente, os nimeros 11 e 12 apresentam também uma Unica maneira de serem agrupados: (11, 5) e (12, 4).

A segunda danc¢a

Relativamente a segunda danga, procedendo de forma analoga obtemos a tabela seguinte.

Soma 3
Soma 5
Soma7
Soma 11
Soma 13
Soma 17
Soma 19
Soma 23

AMMAQ08-98

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

x| x
x x| x x
X X x|x x x
X X X X X|X X X X X
X X X X X X|X X X X X X
X X X X X XX X X X X X
X X X X X|X X X X X
X X x| X x X
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Na pista de danca

Também agora sdo imediatas algumas conclusées.

Qualquer das somas 3 ou 5 ndo pode corresponder a soma dum par lateral, pois estas somas figuram menos de trés

vezes.

Reparando na tabela seguinte, a soma 7 € também de eliminar quanto a valor de soma dum par lateral. Isto porque
considerar este valor como triplo excluia todos os valores de soma excepto 17, 19 e 23, permitindo apenas escolher a
outra soma tripla entre os valores 19 e 23, situagao que torna impossivel a criagdo do terceiro valor primo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 3 X | X
Soma 5 X X | X X
Soma7 X X X|X X X
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 13 X X X X X X|X X X X X X
Soma 17 X X X X X X‘X X X X X X
Soma 19 X X X X X|X X X X X
Soma 23 X X X|X X X

Tendo em consideracao a tabela seguinte, analisemos agora a possibilidade da soma 23 ser um valor triplo.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 3 X ‘ X
Soma 5 X X | X X
Soma7 X X X|X X X
Soma 11 X X X X X|[X X X X X
Soma 13 X X X X X X|X X X X X X
Soma 17 X X X X X X‘X X X X X X
Soma 19 X X X X X|X X X X X
Soma 23 X X X|X X X

Nesta hipdtese constatamos que o outro valor triplo pode ser escolhido entre as somas 11 ou 7. Se escolhermos a
soma 7 ficamos impossibilitados de obter o terceiro valor primo. Contudo, se escolhermos a soma 11 obtemos o valor
3 para terceiro valor primo (Unica possibilidade), conforme se pode verificar na proxima tabela.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 3 X | X
Soma 5 X X | X X
Soma7 X X X|X X X
Soma 11 X X X X X| X X X X X
Soma 13 X X X X X X| X X X X X X
Soma 17 X X X X X X‘X X X X X X
Soma 19 X X X X X|X X X X X
Soma 23 X X X|X X X

E esta a solugdo encontrada anteriormente
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Na pista de danca

A Aritmética que nao quis

Algo de que nao tive completa consciéncia desviou-me no inicio da resolugéo aritmética.
Agora, Ah!...

Em qualquer das dangas a soma dos numeros de todos os dancarinos € 105. Em particular, designando por A, B e C,
respectivamente, a soma nao tripla e as duas triplas, na segunda danca temos:

105=A+3B+3C

105=A+ 3(B+C)
N
multiplode 3
multiplode 3

Logo, A é obrigatoriamente um multiplo de 3.

Recordando as somas possiveis,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 3 X’X
Soma 5 X X|X X
Soma7 X X X‘X X X
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 13 XXXXXX‘XXXXXX
Soma 17 XXXXXX‘XXXXXX
Soma 19 XXXXX|XXXXX
Soma 23 XXX|XXX

102

sera A =3 e, consequentemente, como B+C =3 = 34, B=11e C=23.

Desta forma a solugéo na segunda danca € imediata e estando provado que € Unica, a composigdo dos pares de
dancarinos é a ja determinada:

(1,2), (3, 8), (4, 7), (5, 6), (9, 14), (10, 13) e (11, 12).

A Aritmética que nao quero

Como vimos, outra eventual possibilidade de criar dois valores triplos diferentes s6 podera ocorrer com os valores 11,
13,17 e 19.

Vamos investigar essa possibilidade, mantendo a tabela seguinte e formulando agora outra técnica de analise.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Soma 3 X’X

Soma 5 X X‘X X

Soma7 X X X‘X X X

Soma 11 X X X X X‘X X X X X

Soma 13 X X X X X X‘X X X X X X
Soma 17 XXXXXX‘XXXXXX
Soma 19 XXXXX‘XXXXX
Soma 23 X X X‘X X X
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Na pista de danca

Hipo6tese 17 - 19

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 17 X X X X X X ‘ X X X X X X
Soma 19 X X X X X | X X X X X

Observando as duas metades direitas das duas linhas, constatamos que a escolha de uma cruz na linha de baixo
elimina directamente uma posigdo na metade direita da linha de cima.

Contudo, se tivermos em conta o fendmeno de simetria, concluiremos que a escolha de qualquer posi¢cdo na metade
direita da linha de baixo elimina duas posigcbes na metade direita da linha superior. E isto que iremos mostrar de
seguida.

Soma 17 XXXXXX’XXXXXX
Soma 19 XXXXX|XXXXX

Soma 17 XXXXXX’XXXXXX
Soma 19 XXXXX|XXXXX

x
x
x
x
X
x

Soma 17 XXXXXX‘
Soma 19 X X X X

x
x|
x
x
x
x

Soma 17 XXXXXX‘
Soma 19 X X X X

x
x
x
x
X
x

x
I |
x
x
X
x

Soma 17 XXXXXX‘XXXXXX
Soma 19 XXXXX|XXXXX

Podemos é argumentar que a casa perdida indirectamente na linha de cima durante a primeira escolha pode ser
recuperada pela perda directa na segunda escolha. Sim, é verdade. Contudo esta segunda escolha originara outra
perda indirecta que, podendo ser recuperada pela terceira escolha, leva finalmente a ndo restarem mais do que duas
possibilidades de criagédo de soma 17.

E isso que vamos confirmar de seguida:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 17 X X X X X X ‘ X X
Soma 19 X X[ X X X | X

x
x
x
x

x
x
x
x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 17 X X X X X X ‘ X X
Soma 19 XX X X X | X X X X | X

x
x
x
x
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Na pista de danca

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

Soma 17
Soma 19

©

10

12

14

x
x

©
-
o

12

13

14

x
x

©
-
o

12

13

14

x
x

©
-
o

12

14

x
x

©
-
o

12

13

14

x
x

©
-
o

12

13

14

x
x

©
-
o

12

14

x
x

x
x

12

13

14

Analisadas as 10 configuragées possiveis de escolha de trés somas 19, conclui-se ndo ser possivel obter trés somas

17.

Portanto, a hipétese 17-19 nao é possivel.
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Na pista de danca

Hipoétese 13 - 19

Soma 13
Soma 19

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X X X X X XX X X X X X
X X X X X|X X X X X

Observando as duas metades direitas das duas linhas, constatamos que a escolha de uma cruz na linha de baixo
alinhada com outra cruz na linha de cima elimina nesta duas posi¢ées (ambas irrecuperaveis). Portanto os unicos 3
casos que vale apenas estudar sdo aqueles em que unicamente ha alinhamento vertical de uma cruz.

Soma 13
Soma 19

10 11 12 13 14

1 2 3 4 5
X X X X X
X

X X X
X XX X X

Nesta situagéo restava o par (1, 8), cuja soma ndo € um numero primo.

Soma 13
Soma 19

-
o
-
-

12 13 14

1 2 3 4
X X X X

X [ X o

X X |o
X [ X [~
X | X oo
X | X [©
X | X

Nesta situacéo restava o par (2, 7), cuja soma ndo € um numero primo.

Soma 13
Soma 19

-
o
-
-
-
N

1 2 3 4
X X X X

5
X
X

X | X |~
X [X | oo
X [X [©

6
X
X

X | X
X | X
X | X
X
x

Nesta situagdo nao é possivel criar trés somas 13.

Portanto, a hipétese 13-19 nao é possivel.

Hipotese 11 - 19

Soma 11
Soma 19

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12 13 14

X X X X X

X X X X X

X

X X X X|X X X X X

A escolha da posigao 10 na metade direita da linha de baixo elimina duas posi¢cdes na metade direita da linha de
cima, restando nesta apenas 3 posigdes livres como se pode verificar na tabela seguinte.

Soma 11
Soma 19

1.2 3 4 5

6 10 11 12 13 14

X X X X X

X

7 8 9
X X X X X
X X X X

Como a escolha da segunda posi¢édo para soma 19 elimina outra posicdo na metade direita da linha de cima, apenas
basta estudar os 4 casos que ndao usam a posig¢ao 10.

Soma 11
Soma 19

1. 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11 12 13 14

X X X X X

X X X X X

X

X X X | X| XX X X X

Nesta situagdo nao é possivel criar trés somas 11.
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Na pista de danca

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X
Soma 19 X X' X X X[X|X X| X | X
Nesta situagédo nao é possivel criar trés somas 11.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X
Soma 19 X X| X[X| X|X[X X X X
Nesta situagdo restava o par (3, 12), cuja soma ndo € um ndmero primo.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 19 X X X X X|X X[X X X
Nesta situacao restava o par (4, 11), cuja soma ndo € um numero primo.
Portanto, a hipétese 13-19 nao é possivel.
Hipotese 13 - 17
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 13 X X X X X X ‘ X X X X X X
Soma 17 X X X X X X ‘ X X X X X X

Relativamente as metades direitas das duas linhas, identifiquemos quais as posi¢des da linha de baixo que eliminam

directa ou indirectamente duas cruzes na metade direita da linha de cima.

Estas posi¢oes sao 9, 10, 11 e 12, como se pode confirmar nas quatro tabelas seguintes.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

soma13 [x x x x x x|x X X x x x
Soma 17 X X X X X X|X X X X X X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

soma13 [x x x x x x|x x x X x x
Soma 17 X X X X X X|X X X X X X
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

soma13 |x X X X X X|X X X X X X
Soma 17 X X X X X X|X X X X X X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

soma13 [X X X X X X[X X X X X X
x| x x x x x x

Soma 17 X X X X X

Que acontece quando seleccionamos duas das posigdes 9, 10, 11 e 127

Sao impeditivas da criagéo de trés somas 13 as seguintes selecgdes: 9-10,9-11,10-12e 11 -12.

Analisemos, portanto, as restantes selecgbes: 9-12¢e 10 - 11.
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Na pista de danca

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 13 X X X X X X ‘ X X X X X X
Soma 17 XX X X X | X | X X X X X X
Nesta situacdo restava o par (1, 14), cuja soma ndo € um numero primo.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 13 X X X X X X ‘ X X X X
Soma 17 X X X X X[X | X X X |X X | X
Nesta situagcdo ndo é possivel criar trés somas 13.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 13 X X X X X X ‘ X X X X
Soma 17 X' X X X X X ‘ XX X X|X X
Nesta situagdo nao é possivel criar trés somas 13.
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 13 X X X X X X ‘ X X X X X
Soma 17 X X X X X X ‘ XX X X X IX

Nesta situacdo restava o par (2, 13), cuja soma ndo € um numero primo.

Nao havendo solugéo escolhendo duas das posi¢des 9, 10, 11 e 12, resta apenas as 4 configuragdes em que estéo

obrigatoriamente ocupadas as posigdes 13 e 14 da linha de baixo.

1 2
Soma 13 X X

Soma 17

Nesta situagcao nao é possivel criar trés soma 13.

Soma 17

Nesta situagcédo nao é possivel criar trés somas 13.

1 2 3
Soma 13 X X X
Soma 17 X

Nesta situagéo restava o par (6, 9), cuja soma ndo € um nuamero primo.

1 2 3
Soma 13 X X X
Soma 17 X

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X X x|x x x x x x
X X X X X x|x x x/ X x X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
soma13 [ x x x x x x[x x x x x X
x X x[x x x|x xIx x[x x
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X X x|x X x x x X
x x x x x|x[x x xIx x
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X X x|x x x x x X
X X X xIx|x x x x|x x

Nesta situagdo restava o par (5, 10), cuja soma ndo € um nimero primo.

Portanto, a hipétese 13-17 nao é possivel.
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Hipoétese 11 - 17

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 17 X X X X X X|X X X X X X

Seguindo 0 mesmo raciocinio, concluimos que as posi¢des 9 e 10 da linha de baixo eliminam 2 posigbes distintas na
metade direita da linha de cima, como podemos ver nas tabelas seguintes.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 17 X X X X X XX X X X X X

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 17 X X X X X X|X X X X X X

Cada uma das restantes posigdes, 11, 12, 13 e 14, elimina uma posigdo na metade direita da linha superior.

Portanto, os Unicos 4 casos que interessa estudar sdo aqueles em que s&o usadas exclusivamente trés das ultimas
posigdes mencionadas.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X|X X X X X
Soma 17 XX X X X X|[X XX X X X

Nesta situagéo restava o par (7, 14), cuja soma ndo € um nudmero primo.

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

x
x
x
X
x
X

1 2 3
Soma 11 X X X
Soma 17 X

Nesta situagcédo nao é possivel criar trés somas 11.

4 5§ 6 7 8 9 10 11 12 13 14

x
X
x
X
x
X
X

1 2 3
Soma 11 X X X
Soma 17 X

Nesta situagdo ndo € possivel criar trés somas 11.

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

x
x
x
x
x
x
x

1 2 3
Soma 11 X X X
Soma 17 X

XX X X X|X XX X X[ X

Nesta situacéo restava o par (8, 13), cuja soma n&o € um ndmero primo.

Portanto, a hipétese 11-17 nao é possivel.

Hip6tese 11 - 13

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Soma 11 X X X X X | X X X X X
Soma 13 X X X X X X|X X X X X X
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Qualquer posicado escolhida na metade direita da linha de baixo elimina (directa ou indirectamente) pelo menos uma
posicao na metade direita da linha superior. Logo, constituidas trés somas 13 ndo é possivel arranjar trés somas 11.

Portanto, a hipétese 11-13 nao é possivel.
Assim sendo, a solugao encontrada é unica

Uhf!

As dancgarinas

Como a Isabel tem o nimero
1 e cada par é constituido por
um elemento de cada sexo,
relacionando os pares em
cada danga podemos
descobrir sucessivamente o
sexo de cada um dos
dancarinos.

Nas tabelas seguintes, a cor
rosa assinala o sexo feminino
e a cor azul assinala o sexo
masculino.

Constituicao dos pares na 1.2 danga
1.° 2.° 3.° 4.° 5.° 6.° 7.°
8 2 L 13 | 4 1 | 6 9

Constituicdo dos pares na 2.? danga

1.° .© 3.° 4.° 5.° 6.° 7.°
RN K o Is o | o

A Isaura tem o numero 10, a Sara tem o numero 14, a Ana tem o nUmero 3, a Beatriz tem o nUmero 5, a

Eduarda tem o niUmero 7, a Laura tem o numero 12 e, claro, a Isabel tem o nimero 1.
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Na pista de danca

O Modellus

O Modellus esteve de férias, contudo nao quis deixar de dar um ar da sua danga...

Na pista de danca

Na pista de dancga

¥ o '
—t—' 5
N A
’ /
EduardL [,Bealriz

N, ‘1’ P Kﬁ:. ¥

Ana
Isabel '“““\
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Um abrago



