Escola Secundaria/2,3 da Sé-Lamego
Proposta de Resoluc¢ao da Ficha de Trabalho do GAVE

Ano Lectivo 2009/10 Geometria 3 10.° Ano
Nome: N.c: Turma: ___
1.
Ora,
11—
X = B-—AD
2
11—
= B+—-BD
2
Y - C-DF %a
- C+6E'+%E5
. 3
Z = A—2(CF+ZDF)
. 3.
= A+2FC+ 2 FD
. 3
= A+AC+—=-CE
2
Conclui-se que X, Y e Z sao, respectivamente, os pontos médios dos segmentos de recta [BD], [DE] e [BE].
1 A[ABC] 1 16
Consequentemente, A =—x—T=—x—=1.
g X2 T T Ty
2, Y B c
a)
Como os lados [BC] e [OE] s&o paralelos, entdo y. =yg=5. A
Como os lados [CD] e [AQ] sé&o paralelos, entédo x; = xp =6. n
Logo, C(6,5).
Sendo BC =2 e os lados [BC] e [OE] paralelos e iguais, entdo E(2,0). 5 I ;.:
Sendo CD =3 e os lados [CD] e [AQ] paralelos e iguais, entdo A(0,3).
b) M (-4, 5) |

Sendo M o ponto simétrico do ponto B(4,5) em
relagcdo ao eixo Oy, entdo M(—4,5).

O ponto N é o ponto de intersecgéo das rectas AM
e OD, pois pertence a ambas as rectas.

5-3 _ 1

—4-0 2
e a ordenada na origem é b,,, =3, entdo

Como o declive da recta AM é m,; =

y= —%x +3 é a equagéo reduzida dessa recta. T

Como o declive da recta OD & mg, = :% ea

2
6
y

X € a equagao reduzida dessa recta.

[SSHEN

ordenada na origem € by, =0, entdo
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c)

d)

a)

b)

c)

Assim temos:

y:—1x+3 —1x+3=1x -3x+18 =2x x:E 18 6
2 & 2 = 1 = 5 . Logo, N(—,—=).

y=1x y=1x y=3" y-2 50
3 3 5

Como ED=D-E = (6,2)-(2,0)=(4,2), entdo (x,y)=(2,0)+k(4,2),k e R é uma equacgéo vectorial da recta
ED. Assim, a condicédo (x,y)=(2,0)+k(4,2),k [0,1] define o segmento de recta [ED].

Alternativa 1:

N

-0

6 —

, entdo a equagao reduzida da recta ED é da forma y = %x +b.

N
N[ =

Sendo mgp =

ECEENIE N

Dado que o ponto E pertence a essa recta, as suas coordenadas tém de verificar esta equagéo.
Assim, temos: 0 = %x2+ b < b=-1.Portanto, y = %x—1 € a equacgao reduzida da recta ED.
Portanto, a condigdo y = %x—1 A Xe [2,6] define o segmento de recta [ED].

Alternativa 2:
Da equagéo vectorial indicada acima, resulta:

k_x—2
=2+4k - -
X=er keR o 4 ,keR@X:X 2<:>y:1X_1
y=0+2k P 2 4 2
2

Portanto, y = %x—1 € a equacgao reduzida da recta ED.

Portanto, a condigao y = %x -1 A Xe [2,6] define o segmento de recta [ED].

Acondicdo 0<x<6 A O<y<b A %x -1<y< %x+ 3 define o conjunto de pontos que constituem o

interior do hexagono.

B
. A
Ora, AC=AB+BC =(10,2)+(-6,-8) = (4,-6).
Como os pontos A e C sao simétricos em relagdo a origem do referencial, o
as suas coordenadas séo simétricas. Logo, sendo A(-x,-y), sera 9] X

C(x,y)e, portanto, AC=C-A= (xy)-(—x,—-y)=(2x,2y).

2x =4 _2 c
X <:>{X , & portanto, A(-2.3) e C(2,-3).
y=-

Assim, vem
2y =-6

Ora, B=A+AB =(-2,3)+(10,2) = (8,5)..

Sendo myg = % = % , entdo a equacéo reduzida da recta AB é da forma y = %x +b.

Dado que o ponto A pertence a essa recta, as suas coordenadas tém de verificar esta equagao.

Assim, temos: 3 = %x(—2)+ be b= %7 . Portanto, y = %x+%7 € a equacao reduzida da recta AB.
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Entao, D(O,%).

Designando por E a projecgao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, temos: Apop)=—F—=—""F—=—7

d)
O centro da circunferéncia é o ponto médio do segmento de recta [AB]: M =A +%Z§ =(-2,3)+(51)=(3,4).
O raio desta circunferéncia é r = AM = /(3 +2)? +(4—3)? =/26 .
Como OM = V32442 = \/% =5 < r, aorigem do referencial é interior a circunferéncia considerada.
4,
a)
Relativamente a equagdo darectar, para y =0,vem O=ax+b < x = —9 . Logo, A(—E,O).
a a
Relativamente a equagéo darecta s, para y =0,vem 0=-2ax+b < x = 23 . Logo, C(ZE,O) .
a a
As rectas r e s intersectam-se em B(0,b).
b b 2b b
— — | =+—|xb |=—+—|xb
Assim _ACxOC_(aJrZa]X _(2a+2ajx 3p?
+ Ascr 2 2 2 4a
b)
O vector dado, por as suas coordenadas serem ambas positivas, apenas pode ser paralelo ao lado [AB]. Logo,
odeclivedarectaré m, =a= % .
3b?
2 ———=225 2
£:225 16 %:225 b2:225><16 b:¢15><4
4a 3 16 9 3 4
. 4 4 4 4 4 a=—
Assim, ta=— oqa=— oqa=— oSa=— oSqa=— < 3.
3 3 3 3 3 b=20
b>0 b>0 b>0 b>0 b>0 -
Portanto, sendo A(-15,0), B(0,20) e C(%S,O) , vem:
Piasc) = AB+BC + AC = J(-15)2 + 207 + (5 4007 115,15 _ 95, V1825 45 95 573 _ 95+5V73
2 2 2 2 2 2 2
c)

Para a=3 e b=9, temos:

ry=3x+9,s: y=-6x+9, A(-3,0), B(0,9)e C(%,O) .
Seja P o ponto de interseccdo dos segmentos de recta [BO] e [A'C’].

Se a area do trapézio é g da area do triangulo [ABC], entéo a area do triangulo

[A'BC] é % da area do triangulo [ABC].

Tendo em consideracdo a semelhanca de tridngulos, temos: % = \/g =% . Dado que BO=9 , entao BP=3
e, portanto, P (0,6). Como A’ e C’ sdo também pontos de ordenada 6 e pertencem, respectivamente, as rectas

res,entdao A'(-16) e C’(%,G).
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b)

b)

A c
Q
B
Ora,
AB+BC - AD+DC « 2B, BC_AD DC P
2 2 2 2
& PB+BQ=SD+DR P R
& |PQ=SR|(1) '
© >
DA AR ne CR C} S x
DA+AB-DC+CB « D2A,AB_DC CB \/
2 2 2 2 D

o SA+AP=RC+CQ
< |SP=RQ|(2)

Logo, por (1) e (2), conclui-se que o quadrilatero [PQRS] tem os lados opostos paralelos (e de igual
comprimento), pelo que é paralelogramo.

Ora,
S=P+QR= (2,4)+[(6,3)—(6,7)] =(2,4)+(0,-4)=(2,0);

B=A+2AP =(0,2)+2x[(2,4)~(0,2)] = (0,2) +(4,4) = (4,6) ;
C=A+2PQ=(0,2)+2x[(6,7)-(24)] = (0,2)+(8,6) = (8,8) ;
D=A+2AS =(0,2)+2x[(2,0)-(0,2)] = (0,2) + (4,-4) = (4,-2) .

Ora,
D=A+BC= (—1,—2)+[(8,10)—(—4,2)] =(-1,-2)+(12,8)=(11,6);
AF 10

AF 10
J81+144

. 10
F=A+=xAC=(-1-2)+ %(9,12)=(-1-2)+-x(9,12)=(56).

Como o declive da recta AB é m,g = % = —% , entdo a equagéo reduzida
+

da recta AB é da forma y = —%x+b . Dado que o ponto B pertence a essa recta, as suas coordenadas tém de

verificar esta equagao. Assim, temos: 2 = —% x(-4)+b < b= —g . Portanto, y = —% X— ? € a equagao
reduzida da recta AB.

10-2

Como o declive da recta BC € my = vy
+

= % , entdo a equacéao reduzida da recta BC é da forma
y= §x+ b . Dado que o ponto B pertence a essa recta, as suas coordenadas tém de verificar esta equagao.

Assim, temos: 2 = %x(—4)+ be b= % . Portanto, y = §x+% € a equacao reduzida da recta BC.

1: +12 =% , entdo a equacao reduzida da recta AC é da forma
+

Como o declive da recta AC é m,. =

y= %x + b . Dado que o ponto A pertence a essa recta, as suas coordenadas tém de verificar esta equacao.
. 4 2 4 2, . .

Assim, temos: -2 = 5x(—1)+ be b= 3 Portanto, y = 5x—5 € a equacao reduzida da recta BC.

Logo, a condigédo y > —%x—% A Y< %x +% A Y2 ﬂx—% define analiticamente o tridngulo [ABC].

GAVE — Geometria 3



c)

7.
a)
b)
8.
a)
b)
c)

Decorridos cinco minutos, o ponto que se desloca sobre a semi-recta AB ocupa a posigao:

Decorridos cinco minutos, o ponto que se desloca sobre a semi-recta AC ocupa a posigao:
(9.12)

) AB o (-3,4)
P1_A+5><HA_BH—( 1 2)+5X\/m_
P2_A+5XHA_C,H—( A e raa

=(-1-2)+

(-1-2)+(-3,4)=(-4.2).

22).

Como PP, =2-(-4) =6, entdo, cinco minutos depois de iniciarem o seu deslocamento, os dois pontos

encontram-se a uma distancia de 6 cm.

As equagdes reduzidas das rectas desenhadas

s&o:
ry=x-2
st y=x+3
3
ty=——x+5
y 2

6-k>k 2k <6 k<3
Ora, = =
keR keR keR

Para que o ponto de coordenadas (k,6 —k) nao

pertenca a A tera de ser k e ]—oo,3] .

< k<3.

Os pontos X, Y e Z estao representados na

figura ao lado.
X é o ponto da semi-recta EH tal que

AX =CG, Y é o ponto médio de [HG] e Z é o

ponto médio de [BG].

Se X pertence ao plano mediador do segmento

de recta [BW], entao XW = XB.
Como B(-1,11) e X(1,3,-1), temos:

G: (0,000, 5,000)
F: (2,000, 2,000)
E: (0,000, 3,000)
D: (-3,000, 0,000)
C: (2,000, 0,000)
B: (0,000, -2,000)
A: (1,000, 1,000)
0: (0,000, 0,000)

E

XW =XB & J(x-12+(y-3P2+(z+12 = J(=1-12 +(1-3)2 + (1+1)2

o (x=1)2+(y-32+(z+1?=12

t:y = -1,500x + 5,000

Esse lugar geométrico dos pontos W é a superficie esférica de centro no ponto X e que contém o ponto B.

Sendo D(1,-1,1) e X(1,3,-1), uma equagao vectorial da recta XD é (x,y,z)=(1,-1,1)+k(0,4,-2),keR .
Dado que das equacgdes vectoriais das duas rectas resulta:

x=1 1
y=-1+k,keR& x=
S ek y+1=z+1

x=1

y:—1+4k,kER<3 y+1 -z+1,

z=1-2k

vem:
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d)

a)

x=1 x=1 x=1 x=

y+1=z+1 <{y+1=z+1 < z+1=-22+2 & z=
y+1 —z+1 y+1=-2z+2 y+1=-2z+2
4 2 y =

o W[ =

Portanto, o ponto de intersecgao das duas rectas € o ponto de coordenadas (1,

Na figura ao lado, esta representada a secgéo
produzida no cubo pelo plano EYZ.

O volume pedido é o volume de um tronco da
piramide [CEFV]. Dado que as duas piramides
[CEFV] e [ZYGV] sdo semelhantes, com razéo

1 ~ Vizvev; (1 ¥
de semelhanga r = —, entdo ———+=| —| .
2 V[CEFV] 2

Assim, temos:

7
V[CEFYGZ] = gXV[CEFV]

1 EF;CFxW

—X
3

1 2x2
—X

3 2

x4

7
—X
8
7
= —X
8
’
3

E 4 D
Ora, P(10,3,10), Q(0,7,10) e S(5,10,0).
. P
O ponto T é a intersecgdo da recta AB com a recta que contém o ponto S e é F i G
paralela a recta PQ.
Uma equacgao vectorial desta recta é (x,y,z)=(5,10,0)+k(10,—4,0),k e R, ; c
x=5+10k x-5 -y+10 OL --------------- _f
donde {y =10-4k,keR<4{ 10 4 . AL S
z=0 z=0 , B
A recta AB pode ser definida por x=10Az=0. !
Assim, vem:
x-5 -y+10
10 4 x=10 x=10
z=0 <33z=0 &3z=0 . Logo, T(10,8,0).
x=10Az=0 -y+10 _1 y=8
4 2

O ponto R ¢ a intersecgéo da recta CD com a recta que contém o ponto Q e é paralela a recta PT.
Uma equagao vectorial desta recta é (x,y,z)=(0,7,10)+ k(0,5,-10),k e R,

x=0 x=0
donde ¢y =7+5k keR<{y-7 -z+10-

z=10-10k 5 10
A recta CD pode ser definida por x=0Ay =10.
Assim, vem:
x=0 x=0 x=0
’%7:‘2:010@ y=10 < ly=10. Logo, R(0,10,4) .
X=0ny =10 —z+10:§ z=4

10 5
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b)
Uma equagéo vectorial da recta PQ é (x,y,z)=(0,7,10)+ k(10,—4,0),k e R,

x =10k X _y+7
donde {y=7-4k.keR <110 4
z=10 z=10

O plano xOz pode ser definido por y =0.

Assim, vem:
X —y+7 35
- = X=—
10 4 y=0 2 35
z=0 <1:z=0 <y=0 . Logo, 1(7,0,0).
y=0 x 7 z=0
10 4
35
= == 224102
Assim. A[EIC]:EIXEC: > _175V2

2 2 2

Alternativa para a determinacéo das coordenadas do ponto I:

As coordenadas do ponto | sdo da forma /(x,0,0) .
Considerando a semelhanca dos tridngulos [QEI] e [PFI], temos:

gzgcz = 10+a < 7a=30+3a < a=1—5 . Logo, I(10+1—5,0,0)=(3—5,0,0).
PF FI 3 2 2 2
10.
a)
Ora,
D=A+BC= (14,—7,4)+[(10,—6,13)—(16,—4,10)] =(14,-7,4)+(-6,-2,3)=(8,-9,7);
F=B+AE = (16,—4,10)+[(8,5,0)—(14,—7,4)] =(16,-4,10)+(-6,12,-4)=(10,8,6) ;
G=C+AE= (10,—6,‘I3)+[(8,5,0)—(14,—7,4)] =(10,-6,13)+(-6,12,-4) = (4,6,9);
H=D+AE = (8,—9,7)+[(8,5,0)—(14,—7,4)] =(8,-9,7)+(-6,12,-4)=(2,3,3).
b)
v = |AB| <[[BC| < |BF| = V22 £32 467 x\[(-6)2 + (~2)2 + 32 x[(—6)2 + 122 + (~-4)2 = Tx 7 x 14 = 686 .
c)
A condicédo (x,y,z)=(14,-7,4)+ k(2,3,6),k [0,1] define a aresta [AB].
d)
Como o prisma é regular, o centro dessa superficie esférica é o ponto de
interseccdo das suas diagonais espaciais, que se bissectam:
10+8 6+5 13+0 113
M, , , =(9--.—>)-
el oy =055
O raio da superficie esférica & r = % = %\/(10 ~8)% +(-6-5)?+(13-0)? = %\/294 = /% .
o 2 12 13, 147 ) - -
Portanto, a condigao (x—-9)" +(y +E) +(z—?) = - define essa superficie esférica.
e)

A seccao produzida no prisma pelo plano ABG ¢é o rectangulo [ABGH], logo a sua area é:
Anger = ABXBG = 7x\(4—16)% +(6-+4)2 +(9-10) = 7x/245 = 7x7x~/5 = 495 .
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O plano DBF é o plano mediador do segmento [AC], isto €&, o lugar geométrico dos pontos P (x,y, z)
equidistantes de A(14,-7,4) e C(10,-6,13).

Assim, vem:

PA=PC < \/(x—14)2+(y+7)2+(z—4)2=\/(x—10)2+(y+6)2+(z—13)2
& X -28x+196+ y¥ +14y +49+ 77 ~82+16 = X ~20x+100+ y +12y +36+ 77 —262+169
< -8x+2y+18z=44
& 4x-y-9z=-22

Portanto, 4x -y -9z =-22 é uma equagao do plano DBF.

FIM
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