Escola Secundaria da Sé-Lamego

Ficha de Trabalho de Matematica
26/10/98 12.° Ano A

Nome: N.°:  Turma:_

1.2 Parte

Para cada uma das seguintes questées de escolha multipla, seleccione a resposta correcta de entre as alternativas que
Ihe sé@o apresentadas e escreva na sua folha de respostas a letra que lhe corresponde.

Atencado! Se ap resentar mais do que uma resposta a que stdo sera anulada, o mesmo a contecendo e m caso de
resposta a mbigua. Cotagdo: cada resposta certa, +10 pon tos; cada resposta e rrada, -10/3 pon tos; questdo ngo
respondida ou anulada, 0 pontos.

1. Na figura esta representada uma sucessao de triangulos equilateros,
sendo o lado de cada triangulo 2/3 do lado do triangulo anterior. Sabendo
que o primeiro triangulo tem de lado 1 cm, e designando por S,, a area

total dos n primeiros triangulos, entéo o valor de lim S, é:

33,

[A] 3cm2 [B] = om [C] == cm2 [D] g cm2.

2. Se (u,)é uma progressdo geométrica de razdo 4/5 e S, representa a soma dos primeiros n termos dessa
progressao, podemos entdo afirmar que as proposic¢des:

I. limu,=0
II. limS,=0
. lim S, =5.u
[A] Sao todas falsas. [B] Sollé falsa.
[C] Solellséo falsas. [D] Sao todas verdadeiras.

3. Seu,—>a e v, +o (com a,b elR"), entdo o limite de u,, +£ e:
Vn

[A] a+b. [B] O. [C] »b. [D] a.

4. Seja (u,) asucessao cujo termo geral é dado pela area de cada um dos

quadrados que se obtém como mostra a figura.

O lado do quadrado inicial € 3; o lado de cada quadrado € metade do lado do
quadrado anterior.

Ent&o o termo geral da sucesséo (u,) é:

9 3 9 9
Ao B = €1 s o1

5. Considere a sucessé&o de termo geral u, = n+50
2n+2

e designe por (a, ) e ( b, ) duas subsucessdes de (u,, ).

Qualéovalorde L= lim (a,-b,)?
n—+w

[A] L=0. B] L=

[C] L=+om. D] L=



6. Das sucessoes definidas a seguir pelo seu termo geral, escolha a que € um infinitamente grande negativo:

[Al u, = (-1)".(2n-2). [B] u,==2""2 [C] u,,:z"';z D] u, =2n+2.
—_ n -
7. Considere as sucessdes de termos gerais seguintes:
~ 3n-1000 ,o_8ntes 0%t
" n?+n+5 T2 5 n* +100

Quais séo os valores dos limites Ly =lim u,, L, =lim v, e Lz =lm w,?

[A] L1=—2oo,L2:g,L3=—. B] L =3,L1y=3,Ly=1.

[C] L1:0,L2:+OO,L3:+OO. [D] L1:0,L2:3,L3:+00.

8. Considere as sucessdes de termos gerais seguintes:

23?41 L _N3n*+1+4n _l+(§)”
" ond_n-2 " In+1 n

Quais séo os valores dos limites Ly =lim u,, L, =lim v, e Lz =lm w,?

[A] L1=O,L2=+OO,L3=O. [B] L1: ‘LZZO’L3:+°0-

N|jw N|w

[C] L1:+00,L2:0,L3:+00. [D] L1= ,L2:+OO,L3:+OO.
9. Sendo (a,) asucessao de termo geral a, = 271427244277 o lim a, éigual a:

[A] O. [B] 1. [C] +o. [D] -2.

10. Seja h(x)=z"%.
Entao, lim [h(1)+ h(2) + h(3)+...+h(n)] ¢éigual a:

n—+w

1
[A] —. [B] +ow. [C] [D] O.
-1 1+7
. ~ . 5n% —n 1 2
11. Considere as sucessdes de termo geral: a,, = > e b,=|—| .
n
Quanto ao limite da sucesséo (a, x b, ) pode concluir-se que:
- 5 - 1 = . -
[A] éiguala 7 [B] éiguala ~3" [C] n&o existe. [D] éiguala +x.
12. De uma fungao real de variavel real f sabe-se que:
f(-x)=-f(x), VxelR lim f(x)=2 f(-5)=1
X—>+00
Pode-se entéo afirmar que:
[A] lim f(x)=-2 A f(5)=+1. [B] Ilim f(x)=-2 A f(5)=-1.
X—>—0 X——0
[C] lim f(x)=+2 A f(5)=+1. [D] lim f(x)=+2 A f(5)=-1.
X——0 X——0



13.Sendo f(x) = / X+; uma fungéo definida em ]—oo, - 2[ podemos afirmar que o valor de lim f(x) é:
X+

X—>—w0
[A] —<o. [B] n&o existe. [C] -1. [D] 1.
. . 1- x?
14. Relativamente ao  lim ,
x>-3 X+3
[A] o seuvaloré —o. [B] o seu valor é -8. [C] oseuvaloré +owo. [D] né&o existe.
1 1

15. O valor do limite lim (
x—2" 2-X X2—4

) é:
[A] 4. [B] —<o. [C] oO. [D] +o.

16. Na figura ao lado esta parte da representacéo grafica de uma fungéo g, de
dominio IR e continua em IR\ {-2,0}, da qual a recta t € uma assimptota.

. x 1
Considere a sucesséao de termo geral u, = —.
n

Ovalorde Iim g(u,) é:
n—+w

[A] O. [B] 1.
[c1 2 [D] +o.

Vx2+1-42

17.0 valor de lim éigual a
x—>1 x-1
1 V2 V3
Al —. B] —. Cl —. D] 1.
[A] > [B] > [C] > [D]
, - . g A
18. A figura representa o grafico de uma funcéo f, real de variavel real. y

Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?

[Al  lim f(x)=+0 e lim [f(x)-x]=+o.

X—>+0 X—>+0
[B] Im f(x)=0 e lim [f(x)—x]:O.
X—>—00 X—>+0

[C1 lm f(x)=0 e lim [f(x)-x]=+o.

X—>—0

[D] |im0 f(x)=+0 e lm [f(x)-x]=0. o
X—> X—>+0 OT I >

19. Uma funcgéo h, continua em IR, obedece as seguintes condicdes:
Iim41 h(x)=2 e y=-3 éuma assimptota horizontal do grafico de h para +w .
X—>

Entdo, podemos afirmar:

[A] A fungdo nado tem zeros. [B] A fungdo tem um e um so6 zero.

[C] A fungdo tem pelo menos dois zeros. [D] A fungdo tem trés ou mais zeros.

2
20. Seja g a funcao definida em IR por g(x) = 1+1X— . Indique qual das seguintes afirmacdes é verdadeira:
+ X

Sao assimptotas bilaterais ao grafico de g, as rectas de equagéo:
[A] x=-1e y=x. [Bl x=-1ey=xey=1.
[C] x=-1ey=-x. [D] x=1ey=x.



21. Na figura ao lado esta a representagéo grafica de uma fungao f, da qual a recta t
€ uma assimptota.

Qual das afirmagbes seguintes é verdadeira?

[A] fé continua noponto x=0.
[B] lim [f(x)— (x- 2)] =0".
X—>+00

[C] fé continua no intervalo [—4, - 2] )

[D] lim [f(x)+(x-2)]=0".

X—>—0

X2k < x=#0

22.Sejag: x> .
{ 1 < x=0

O valor de k para o qual é possivel aplicar o teorema de Bolzano a fungéo g, no intervalo [—1, ‘I] é:

A] 1. [B] % [c] 1. o] -_.

23. Das afirmacgdes seguintes:

I. Se fé uma fungéo continua em [—3, 2] , f(-3)=5 e f(2) =14, entdo existe um objecto cuja imagem por f
€ 10.

Il. Se fé uma fungdo continuaem -3 eem 2 e f(-3)xf(2) <0, entdo ftem pelo menos 1 zero em ]—3, 2[ .

lll. Se fé uma fungdo continua em [—3, 2] , entdo a equacgéo f(x)=0 tem pelo menos 1 solugdo no intervalo
[-3 2].

IV. Se a fungéo ftem um zero no intervalo ]—3, 2[ e é continua e crescente nesse intervalo, entdo f(-3)<0
e f(2)>0.

apenas séo verdadeiras?

[A] lelll [B] lelVv. [C] LIlelV. [D] I 1lelll

24. Seja g a funcéo definida em IR por g(x) = X% —x+1.

O Teorema de Bolzano permite-nos afirmar que a equagdo g(x) =8 tem pelo menos uma solugdo no intervalo

[A] ]—1, 0[. [B] ]o, 1[. [C] ]1, 2[. [D] ]2, 3[.

X242 < x<1
25.Seja f(x) =
X2 ik <= x>1

O valor de k para o qual é possivel aplicar o teorema de Bolzano a fungéo f, no intervalo [—1, 3] é:

[A] 4. [B] 12. [C] -6. [D] 6.



2.2 Parte

Nas questdes seguintes, apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que tiver de efectuar e
as justificagbes que entender necessarias.

1. u, designa a area do tridngulo colorido da fase n.
Sabendo que u4q =1, determine:

a) u, e justifique que é um infinitésimo.

Fases: 1 2 3

b) lim S,, designando por S,, a soma das areas dos
n—+o0

tridngulos das primeiras n fases.

2. A curva é formada por uma sucessao de arcos que sao
semicircunferéncias alternadamente acima e abaixo de AB,
sendo o raio de cada uma delas metade do anterior.
Sabe-se que o raio do primeiro arco é 1.

Designando por S,, o comprimento total dos n primeiros arcos, calcule lim S,,.
n—+ow

3. Considere a sucesséo de quadrados Qq, Q,, Qs, ... formados como a figura sugere.

Os lados dos quadrados estdo divididos em trés partes iguais.
Seja A a area do quadrado Q.

n-1 T Q3 -
a) Mostre que a area do quadrado Q,, é dada por A, = Ax (gj .

Q2 a1

b) Designando por S, a soma das areas dos n primeiros quadrados, calcule lim S,
n—+w

em fungéo de A.

4. Calcule cada um dos seguintes limites, se existir:

2 n
a) fim (213" _py. b) lim |vn+ —\/F+(3j
T

1-3n

t2-5t+6 ‘2o
5. Estude a continuidade da fungéo c(t) = t_2 < U#2  definidaem IR.
-1 < t=2

6. Uma nédoa circular de tinta é detectada sobre um tecido.
O comprimento, em centimetros, do raio dessa nédoa, t segundos apos ter
sido detectada, é dado por

1+ 4t

rt) = t+2

(t>0).

a) Calcule r(0) e tlim r(t) e diga qual o significado fisico destes valores.
—+00

b) Calcule a velocidade média de crescimento do raio da nédoa no intervalo [1, 2] .

c) Diga qual é o significado fisico do limite lim nt)-r©)

t—>0*

e determine-o.



kx® —3x% + x+1

7. Determine k de modo que a recta de equagédo y =3x—1 seja assimptota do grafico de y = >
3x° +1

8. Mostre que a recta de equagdo y = 2x —1 é assimptota ao grafico da fungdo x — f(x) =

9. Considere a fungao f, real de variavel real: 4
x% -1
X

<= x<1

f(x) =

[ERTR T

8

;—1 <= x>1 4\ N

cujo grafico se encontra junto. P FFPpp-ppgL | 443 3 456 78 %

Recorrendo ao grafico: -

a) Conjecture ovalorde lim f(x) e lim f(x). -4
X—>+0 X—>—00

Deduza o valor de a.

b) Determine b e c.

c) Escreva uma equacgéo da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula.

. . —4x3 _
10. Considere a fungdo x — f(x)=4x" -7x+1. X 2 0 1 2

a) Complete o quadro. f(x)

b) Justifique a seguinte afirmagao:
«A equagdo f(x)=0 tem trés e so trés raizes: uma pertence ao intervalo ]—2, 0[ , outra pertence ao intervalo

]O, 1[ e a terceira pertence ao intervalo ]1, 2[ »

c) Determine a menos de 0,1 a maior das raizes.

x2 -1
< x<1
X
11. Considere a funcéo f, real de variavel real: f(x)=
E—1 < x>1
X
a) Indique o dominio da fungdo e calcule f(1) e f(4).
b) Mostre que ¢ falsa a proposigdo: 3c 6]1, 4[ : f(c) =% .

O resultado obtido contraria o teorema de Bolzano? Justifique a resposta.

c) Determine, se existirem, as assimptotas do grafico de f.

X242 < x<1
12. Considere a fungao f, real de variavel real: f(x) =
—x?2-1 < x>1

a) Calcule f(-1), f(3) e f(-1)xf(3).

b) Mostre que f ndo tem zeros.
Tendo em atencéo a alinea anterior, o resultado obtido contraria o teorema de Bolzano? Justifique.

c) Defina a fungéo derivada de f.



SOLUCOES

1.2 Parte

1. C 6. C 11.A 16.D 21.B
2. B 7. D 12.B 17.B 22.C
3.D 8. D 13.D 18.B 23.B
4. C 9. B 14.D 19.C 24.C
5 A 10.A 15.D 20.A 25.A
a
2.2 Parte
1.
1 n-1
At [z) -
b) Im S, =
Nn—+w
~ . L 1 1 1 T T ~

2. A sucessao dos comprimentos dos raios é: 1, > 78 sendo 7, > 4 g a sucessiao dos

comprimentos dos arcos.

1
1—(5)”
Esta sucess&o é uma progresséo geométrica de razéo 1/2, logo S, = 7. T
1- -
2
1‘(%)’7 1 1
Portanto, lim S, =lim | 7. ] =lim (2;r(1—(§)”)j =2z.(1-lim (E)”):Zizx(1+0):27r.

a) Sabendo que o comprimento do lado do quadrado Qq é /1 = \/Z , 0 comprimento do lado do quadrado Q, sera

2 2 — — 2
Iy = ﬂ + M = ﬁ:ﬂ,peloqueasuaéreaseré As = v5A :ﬂ.
3 3 9 3 3 9
5A
Considerando que as areas dos quadrados estdo em p. g., a razdo da progresséo é r = ':—2 = % :g , pelo que
1

n-1
A, =Ax (g) (note que, numa progressao geométrica, u, = uq x - ).

n
1—r" 1_@)
b) Como numa progressédo geométrica é S, = uy x — ,nocasoserd S,=Ax

5 n
1_(5) A 5\"| 9 9
Logo, Ilim S,= lim |Ax———|=—x lim [1—[—] }:ZAXU—O):ZA.

n—>-+0 n—>+0 - 5 4 oo
9 9
4.
2
a) fim(Z1=30" o 1
1-3n 3

b) lim(vn+ —\/FJ{EJH)—O
T

5. A fungéo é continua em IR.



10.

1.

a) r(0)= 1:;4 ZO =0,5; representa o raio (em centimetros) da nédoa no instante em que foi detectada;
+
lim r(t)=4; o raio da nbdoa aumentara até cerca de 4 cm de raio, néo atingindo esse valor num intervalo de
t—+o0

tempo razoavelmente grande.

b) tvm [ o= % . A velocidade média de crescimento do raio da nédoa no intervalo [1, 2] é % cm/s.

c) O limite considerado, f'(0"), traduz o valor da velocidade instantanea de crescimento do raio da nodoa no

instante em que foi detectada. |lim M = A .
t—0* t 4
im Y-k o K_3 o k-9,
x>+ X 3 3
lim [(f(x)—(2x—1)] =0.

X—>to0

a) 1;1; a=1(y =1 éuma assimptota horizontal).

b) lim f(x)=-w; lim f(x)=+ow; x =2 é assimptota vertical. Logo, b=2 (ou ¢c=2).
X—2~ x—2*

lim f(x)=-o0; lim f(x)=+w; x=-2 & assimptota vertical. Logo, c=2 (ou b=2).
x—>-2*

X—>-2"
1+ L + L )—1 1 X
c) f'(0)= lim Xx=2 x+2 _ ___1.Umaequaggo da recta pedidaé y = - > +1.
x—0 X 2 2
a) X -2 0 1 2
b) fé uma fungdo continua e como f(-2)x f(0) <0, f(x) -17 1 -2 19
f(0)xf(1)<0 e f(1)xf(2) <0 a fungdo tem um zero em cada
um dos intervalos referidos (teorema de Bolzano). x | f(x)
N&o pode ter mais do que 3 zeros porque, em IR, um polinémio de grau trés tem no 1.1 -1,376
maximo trés raizes. 1,2 -0,488
c) A raiz pedida pertence ao intervalo ]1,2; 1,3] , sendo 1,2 um valor aproximado por defeito, a 1.3 +0,688
menos de 0,1.
a) Dy =IR\{0}; F(A)= (-2 +2=3" F(3)= 32 ~1=-10"
o=l (842 8.3 . 16
b) Ora, T2 o e 2 o c 2 < T 3 & ced.Llogo, a afirmacéo feita é falsa.
c e]'l, 4[ c e]‘], 4[ c 6]1, 4[ c 6]1, 4[

O resultado obtido ndo contraria o teorema de Bolzano, pois f ndo é uma fungdo continua em [—1, 3] , visto ndo
ser continua a direita de x =1.

Com efeito, lim f(x)=f(1), pois lim f(x)=lim (—x2 -0=-2 e f(1)= 1?4+2=3.
x—1" x—>1" x—1"

c) Determinagdo das assimptotas verticais:

2 p—
im )= fim X1t
x—0* x—0* X
Logo, x =0 é equacdo de uma assimptota vertical bilateral.
2 p—
lim ()= lim X=1_¢

x—>1 x—>1 X
N&o existe assimptota em x =1, pois os limites laterais nesse ponto s&o finitos (ver alinea anterior).

Determinagéo das assimptotas ndo verticais:
8

=1
m= im0 X m (B 1o,
X—>+0 X X—>+0 X X—+0 X X

b= lim (Fx)-0xx)= lim (E—1)=-1.

X—>400 X—>40o X
Logo, y = -1 é equagdo de uma assimptota horizontal unilateral ( +o ).



12.
a)

b)

c)

2_
my= lim T X i X 21=1;
X—-o X X—>—00 X X—>-o X
2 _ 2 4,2
by= lim (F)-1xx)= lim 1 x)= im X =12X0 g,
X—>—00 X—>+00 X X—>+00

Logo, y = x é equacdo de uma assimptota obliqua unilateral (—0).

f(-1)=(-1)2%+2=3; f(3)=-3%2-1=-10; f(-1) x f(3)=-30.

Ora, x242> 2, VxelR e - x2 1< -1, Vx €lR . Logo, f ndo tem zeros.

O resultado obtido ndo contraria o teorema de Bolzano, pois f ndo € uma fungdo continua em [—1, 3] , visto ndo

ser continua a direitade x =1.

Com efeito, lim f(x)=f(1), pois lim f(x)=lim (—x2 -=-2 e f(1)= 1?4+2=3.
x—1" x—>1" *

x—>1
Para x <1,& f'(x) = (x* +2)'=2x.
Para x>1, & f'(x) = (-x? —1)'= —2x.
2x < x<1

Logo, x—>f'(x)—{_2x e x>1

E obvio que f ndo é diferenciavel em x =1, pois ndo é continua nesse ponto (teorema da derivabilidade e

continuidade) - como ja foi mostrado na alinea anterior.

O Professor



