Escola Secundaria da Sé-Lamego

Ficha de Trabalho de Matematica
05/05/99 Funcgées exponencial e logaritmica 12.° Ano

Nome: N.° _ Turma:____

1.2 Parte

Para cada uma das seguintes questbes de escolha mdltipla, seleccione a resposta correcta de entre as alternativas que
lhe sdo apresentadas e escreva na sua folha de respostas a letra que Ihe corresponde.

Atencédo! Se ap resentar mais do que uma resposta a que stdo sera anulada, o mesmo a contecendo e m caso de
resposta ambigua.

1. O valor de 527°%*) ¢ jgual a:

[A] 25w +25. [B] 5%+w+1.
[C] 25logs(w +1). [D] 25+logs(w+1).

2. Sendo f(x)=3logq7 x pode afirmar-se que:

[A] f(a+b)=Ff(a)+f(b). [B] f(a+b)="f(a)f(b).
[C] f(ab)=Ff(a)+f(b). [D] f(ab)=Ff(a)f(b).

3. Sendo f(x) = e, em que e é o nimero de Neper, qual é o valor de f'()?

[A] O. [B] 2e. [C] e2. [D] 1.

4. Sega g a funcéo real de variavel real, definida por g(x)=2* — sen’ x.

A tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa zero, passa pelo ponto de coordenadas:

[A] (1, 1+log2). [B] (0, log2).
[C] (log2, 1-log2). [D] (log2,log2).

5. Se f(x)=e%"¥ entao f'(7) é:

[A]l B] ——. [C] 1. [D] 1.

1
e’ e

6. Seja fa fungdo real de variavel real tal que f(x) = 2

Quanto ao lim f(x) pode afirmar-se que:
X—>—0

[A] E +w. [Bl E —x. [C]1 E O (zero). [D] Na&o existe.



7. Arecta r é normal ao grafico de g: x — e* no ponto A de abcissa In2.
Uma equacéo de r é:

[A] y=-2x+In4+2. [B] y:_%x+2|n¢§,

[C] y=—%x+ln(62\/§). [D] y=2x+%|n2+ez.

8. Arepresentacao grafica da fungdo x — In|x| é a seguinte:

Jhy ‘L}‘,
0 /-"’J(‘f/_—{ o ﬂ
-2 2 -2 2 v
[A] [B]
,-f"/(—)j; /'—)_{
-2 2 -z 2
[C] [D]

9. Sendo fa fungdo definida por f(x) = 5X2*X , 0 valor de x tal que f'(x)=4xf(x) é:

2 2

[A] 25. Bl < +05. [C] 2In5+05. o) =

In5 In5

1
10. Considere a fungao g: x — esenx definida no intervalo |, 2z .

a) No intervalo considerado, g tem:

[A] Um maximo relativo igual a 37” . [B] Um maximo relativo igual a 1 .
e

[C] Um minimo relativo igual a 1 . [D] Um minimo relativo igual a —e .
e

b) Quanto a existéncia de assimptotas ao grafico de g, neste intervalo, pode afirmar-se que:

[A] Admite duas: x=7 e x=2r. [B] Admite uma: x=r.

[C] Admite uma: x=27. [D] Nao admite nenhuma.

11. A figura representa parte de duas semi-rectas que sdo o grafico de uma funcao h, de A
dominio IR, que tem Oy como eixo de simetria. O contradominio da fungéo x — 2h) g y
[A] [-1+of. Bl [-2+o.
[Cl .+, D] E,M{_ 0
-1




< x=0

12.Sejag: x > 3x

1 < x=0

O valor de k para o qual é possivel aplicar o teorema de Bolzano a fun¢éo g, no intervalo [—1, 1] é:

1

[A] 1. [B] [ <.

N | w

13. Considere a fungdo h: IR — IR tal que h(x) = e2*1 0 valor de h'(1) é:

[A] O. B1 1. [C] e.

14. Uma funcédo real de variavel real f é tal que f(0)=1.
Indique qual das seguintes expressdes pode definir a funcéo f:

X+2 Inx
A - [B]

x+1

15. Uma funcgéo real de variavel real f é tal que f(x) =f'(x), para qualquer nimero real x.

Indique qual das seguintes expressdes pode definir a fungao f.

[A] 3x2. [B] senx. [C] e%*.
16. lim (2x°e™) é:
[A] —o. [B] O. [C] 2.

17. Na figura ao lado pode observar-se parte da representacgéo grafica da fungao
f definida por f(x) = cos (zx).In(x —1).
Os pontos P, Q, R e S sdo pontos de intersecgao do grafico da fungéo f com
0 eixo das abcissas.
A abcissa de P é:

[A] [B] 1.

[C] [D] 2.

N|jw N

18. Sendo f a funcéo definida por f(x) = x®, a expresséo analitica de f é:

[A] x©. B] x°. [C] ex®.

12n

19. 0O valor de lim (HF] é
[A] 1. [B] +uo. [C] +e.

T
[C] tg(3x+ E) .

o] 2.
[D] 2e.
[D] 2%enx.
[D] 2e*.
[D] o
=
: o/
IS VO
[D] xCinx.
[D] €2.



20. Uma instituicdo bancaria oferece uma taxa de juro de 8% ao ano para depésitos feitos numa certa modalidade.
Um cliente desse banco fez um depdsito de 100 contos, nessa modalidade.
Qual é, em contos, o capital desse cliente, relativo a esse depo6sito, passados n anos?

[A] 100+08n. [B] 100x108n. [C] 100x18". [D] 100x108".

21.Qual é o limite da sucesséo de termo geral u, =1+e™"?

[A] —o. [B] +o. [C] O. D] 1.

e +k < <0
22. Para um certo numero real k, € continua a fungdo m definida por: m(x) = . Ovalorde ké

senx
< x>0
X

[A] 1. [B] O. [c1 1. D] 2.

23.Seja g: IR" — IR a funcéo definida por g(x) = IogZ(Z.Q/;).
Indique qual das expressdes seguintes também pode definir a fungéo g.

3+log, x 1+logsy x
J2 [D] Jdo )

(Al 2+log,@x). [B] 2log,¥x). [c] 2% :

2.2 Parte

Nas questdes seguintes, apresente o seu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que tiver de efectuar e
as justificagbes que entender necessarias.

1. Aintensidade I, em decibéis (dB), de um som audivel, pode ser dada por:
1 =170+10.log4g P

onde P é o valor da poténcia, em certa unidade, do som emitido.

a) Sabe-se que um som com intensidade superior ou igual a 100 dB é prejudicial a saude.
Conclua dai, a partir de que poténcia € que devem ser utilizados meios de protecgdo auditiva.
b) Dois sons de poténcias P; e P, sdo emitidos por uma mesma fonte.

Sabendo que a intensidade do primeiro é dupla da do segundo (/4 =2 x/5 ), mostre que iz =10"".
P

2)

c) Sendo/!:P —170+10.logjo P ,

c1) Calcule Plim @ e investigue se o grafico de I admite assimptotas n&o verticais.
—+00

c2) Caracterize i , fungdo inversa de I.



2. Para obter o povoamento de coelhos em certa regido libertaram-se nela alguns casais desta espécie. Sabe-se que
os coelhos se reproduzem exponencialmente, segundo uma lei do tipo:

C(t)=ka' (k, a, positivos)

sendo C(t) o numero de coelhos existentes t meses apos o inicio do povoamento.

a)

b)

Suponha k=10 e a=12.
a1) Quantos coelhos foram libertados inicialmente naquela regiao?

a2) Quando o numero de coelhos ultrapassar 1000, pode gerar-se desequilibrio na cadeia alimentar. Ao fim de
quantos meses ocorrera tal possibilidade?

a3) Indique um valor aproximado, a menos de 0,01, da velocidade de crescimento do numero de coelhos 5
meses apos o inicio do povoamento.

Suponha agora que ndo eram conhecidas as constantes k e a, mas apenas os resultados de duas contagens:
Ao fim de um ano, apés o inicio do povoamento, contaram-se 163 coelhos e, decorridos mais 6 meses,
contaram-se 787 coelhos.

Calcule, neste caso, os valores de k e de a com aproximagao as centésimas.

3. Coloca-se um produto soluvel num recipiente com agua. Em cada instante t (em minutos) a quantidade do produto
ainda néo dissolvido é (em gramas):

a)

b)

c)

d)

60

q(t) = ———— com t>0.
5009 _3

Qual a quantidade de produto colocada inicialmente na agua?

Ao fim de quanto tempo estéo ainda por dissolver 20 gramas de produto?
(Aproximagdo a milésima do minuto)

Estude a monotonia da fungédo definida em IRg por q(t) e interprete os resultados relativamente a situagao
inicialmente apresentada.

60

Considere a fungdo Q, de variavel real, definida por Q(x) = —0ox o
5°77% -3

Estude a existéncia de assimptotas do grafico de Q.

4. Numa empresa o lucro L, originado pela produgdo de n pegas, € dado em milhares de contos por

a)

b)

c)

d)

L(n)=1log4o(100+n)+k  com k constante real.

Sabendo que n&o havendo produgdo n&o hé lucro, determine k e mostre que L(n)=1ogq(1+0,01.n).

Qual é o numero minimo de pecas que é necessario produzir para que o lucro seja superior a 1 milhar de
contos?

Justifiqgue que, apesar do lucro ir aumentando a medida que o nimero de pegas produzidas aumenta, essa
variagéo vai sendo feita de forma cada vez mais lenta.

Calcule lim {n.L(l)} .

n—+ow n



5. Numa pastelaria a temperatura ambiente é constante. Admita que a temperatura, em graus centigrados, de um café
servido nessa pastelaria, t minutos apdés ter sido colocado na chavena, € dada por

f(t)=20+ 5067004 te [O, + oo[ (e designa o numero de Neper)

a) Determine a temperatura do café no instante em que é colocado na chavena.

b) Estude a fungéo f quanto a existéncia de assimptotas, a monotonia e ao sentido das concavidades.
Esboce o grafico de f.

c) Com o decorrer do tempo, a temperatura do café tende a igualar a temperatura ambiente.
Indique, justificando, a temperatura ambiente.

d) Justifique a seguinte afirmacéo: a taxa de variagdo média da fungao f, em qualquer intervalo do seu
dominio, é negativa.

e) Quanto tempo decorre entre o instante em que o café é colocado na chavena e o instante em que a sua
temperatura atinge 65 graus centigrados? Apresente o resultado em minutos e segundos.

NOTA: sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos conser ve no minimo trés casas decimais.

6. A actividade R, de uma qualquer substancia radioactiva, € dada, numa certa unidade de medida, pela expressao
R(t)= Axe B!
em que A e B sdo constantes reais positivas e t € o tempo em horas, com t >0 .
a) Estude a fungdo R quanto a monotonia e quanto a existéncia de assimptotas.

b) Designando por R'a derivada de R, mostre que R e R's&o directamente proporcionais.

c) Mostre que o tempo necessario para que a actividade R passe do seu valor inicial para metade é % .

d) Sabendo que o valor inicial da actividade de uma certa substancia radioactiva é 28 unidades e que R(1) =26,
determine os valores de A e B para essa substancia.

7. Um fio encontra-se suspenso entre dois postes. A distancia entre ambos é de 30 metros.

2° Poste

1° Poste

¢ x > v

fe 30m |

Considere a fungao f definida por f(x) = 5.(e"0™ + 011y,
Admita que f(x) é a distancia ao solo, em metros, do ponto do fio situado x metros a direita do primeiro poste.

a) Determine a diferenca de altura dos dois postes.
Apresente o resultado na forma de dizima, com aproximagdo as décimas.

NOTA: sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas decimais.

b) Recorrendo ao estudo da derivada da fungao f, determine, justificando, a distancia ao primeiro poste do ponto
do fio mais préximo do solo.



8. Seja f a fungao definida em IR* por f(x):logz(sxz)—logz X .

a) Mostre que f(x)=3+log, x , para qualquer x e IR* .

b) Determine a abcissa do ponto de intersecgao do grafico de f com a recta de equagdo y =8.

9. De uma certa fungéo f: IR* — IR sabe-se que:

e f(1)=0
1+Inx

e asua derivada, f', é definida por f'(x) =

a) Escreva uma equagéo da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
b) Podera concluir-se que f é continua para x =17 Justifique a sua resposta.

—Inx
X

c) Mostre que f''(x) = e estude f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e a existéncia de

pontos de inflexao.

10. A magnitude M de um sismo e a energia total E libertada por esse sismo estdo relacionadas pela equacéo

logqg E = 5,24 +144M (a energia E é medida em Joule)

a) Um fisico portugués estimou que o terramoto de Lisboa de 1755 teve magnitude 8,6.
Mostre que a energia total libertada nesse sismo foi aproximadamente 4,2 x 10" Joule.

b) A ponte Vasco da Gama foi concebida para resistir a um sismo cuja energia total libertada seja cinco vezes a do
terramoto de Lisboa de 1755. Qual serd a magnitude de um tal sismo? Apresente o resultado na forma de

dizima, arredondando as décimas.

11. Foi administrado um medicamento a um doente as 9 horas da manha de um certo dia.
A concentragéo desse medicamento, em miligrama por mililitro de sangue, t horas apés ter sido administrado, & dada

por
C(t) = 2.te 93!
a) Utilize o Teorema de Bolzano para mostrar que houve um instante, entre as 9 h 30 min e as 10 h, em que a

concentragdo do medicamento foi de 1 mg/ml.

c) Recorrendo a derivada da fungdo C, determine o instante em que a concentragdo de medicamento no sangue
do doente foi maxima. Apresente o resultado em horas e minutos.

SOLUCOES

1.2 Parte
112 (3| 4|5|6| 7| 8| 9 |10al10-b| 11| 12| 13| 14| 15|16 | 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23
A A c B B|/pD|/pD|/B|D|/D|/D|B|C|C|D|D|D|BJ|C




2.2 Parte

a) A partir de poténcias superiores ou iguais a 10~ dB devem ser utilizados meios de protecgdo auditiva.
(12100 = ... P>10"")

b) I1=l) & ..o P 1017

(Py)?

et) tim 1B gim 1010 i PP 6020,

P+ P Pos+o P IN10 Po+o P

O gréfico da fungdo / ndo admite assimptota ndo vertical, quando x — +oo .

(b= lim (I(P)-0xP)=...=+4wx)

P—+w

c2)

' IR>IR*

1-170
I —->10 10

a1)Foram inicialmente libertados 10 coelhos.
(C(0)=10x12° =10)

a2) Ao fim de 26 meses o nimero de coelhos é maior do que 1000.
(Ct)>1000 & ... t>253 (1c.d.)

a3) A velocidade de crescimento do numero de coelhos, 5 meses apo6s o inicio do povoamento, é de 4,54 coelhos
por més.

(C'(5)=10x12% xIn12 = 454 (2 c.d.))

b) k=699 e a=130, com aproximagéo as centésimas.

a) Foram colocados inicialmente 30 gramas de produto na agua.

60
(9(0)=———=30)
5e” -3
b) Ao fim de 2,026 minutos (aproximagéo a milésima) estédo ainda por dissolver 20 gramas de produto.

(gt)=20=...<t=2026 (3c.d))

' 276009t
) q (t):_(S_eo,og.t “3)2’

q'(t) néo tem zeros;

q'(t)<0, VtelR?;

q é estritamente decrescente em IR ;
q0)=0 e tin;oq(t) =..=0.

No contexto da situagéo apresentada, os resultados obtidos permitem-nos concluir que foram colocados
inicialmente 30 gramas de produto soluvel no recipiente com agua. Com o decorrer do tempo, o produto foi-se
dissolvendo na agua, diminuindo, consequentemente, a quantidade de produto ndo dissolvido. Finalmente, em
termos teodricos, verifica-se que o produto nunca se dissolve completamente na agua, pois tlim q(t)=0.

—+00

100

A recta de equagéo x = %.In% € uma assimptota vertical (bilateral) do grafico de Q.

A recta de equagédo y =0 é uma assimptota horizontal (em torno de -+ ) do gréfico de Q.
A recta de equagédo y =-20 é uma assimptota horizontal (em torno de —« ) do grafico de Q.

a) LO)=0s..ck=-2.
Substituindo k por -2 em L(n), vem L(n) =log4g(1+0,01.n).



b) Para se obter um lucro superior a 1 milhar de contos tem que se produzir no minimo 901 pegas.
(L(n)>1< ... n>900)

c) Considere-se L(n) a restrigio a IN da fungdo L(x)=logo(1+0,01.x) definidaem IR*.

L)=—99 g yxeir®
(1+0,01.x).In10
L"(x) = —— 00001 <0, Vx e IR"

(1+0,01.x)2.In10
Porque L'(x) >0, a fungdo L é estritamente crescente. Portanto, o lucro vai aumentando a medida que o nimero
de pegas produzidas aumenta.

Por que L' (x)< 0, a velocidade de crescimento (do lucro) & negativa. Em consequéncia, o lucro vai aumentando
de forma cada vez mais lenta.

. N 0,01 1
d) Ilim |nL(—)|= lim |n.lo 1+—)|=...=———.
) nL+w{ (n)} nLM{ Grolt+=] )} 100.In10

a) No instante em que é colocado na chavena, a temperatura do café é de 70 ° C.
(f(0)=20+50.e° =70)

b) Assimptotas: )
O grafico de f nao tem assimptotas verticais, porque

a fungéo é continua em IRg .

A recta de equacédo y =20 é uma assimptota
horizontal (em torno de + ) do grafico de f.

Monotonia:

f'(t)=...= —2.07004¢

f é estritamente de crescente, pois
f'(t)<0, vt eIRg.

TN A

T e
- -----4----F--=-79-----

Sentido da concavidade do gréfico:
f'(t) = ... = 0,08.e 004

O gréfico de ftem sempre a concavidade voltada para cima, pois f"'(t) >0, Vt e IR .

Esbocgo do gréfico:
(Ver ao lado)

c) A temperatura ambiente é de 20 ° C.
( lim f(t)=...=20)
t—>+0

d) A taxa de variagdo média da fungdo é negativa em qualquer intervalo do seu dominio porque f é estritamente

decrescente em todo o seu dominio.

e) O tempo decorrido foi de aproximadamente 2 minutos e 38 segundos.
(ft)=65 < .. t=2634 (3c.d.))

a) Assimptotas:
O gréfico de R ndo tem assimptotas verticais, porque a fungédo é continua em IRg .

A recta de equagédo y =0 & uma assimptota horizontal (em torno de +« ) do grafico de R.

Monotonia:
R'(t)=..=-ABe B!

R é estritamente de decrescente, pois R'(t) <0, Vt € IR{ .
(Em alternativa, como R(f)=...= Ax (l)Bt a funcao é estritamente decrescente, pois (l)Bt e decrescente
e e

porque se trata de uma fung&o exponencial de base compreendida entre 0 e 1, sendo A positivoe Bt >0.)

b) % =..= —%. Porque B é uma constante positiva, entdo —% é também uma constante (negativa). Logo, R e
R'séo directamente proporcionais.



10.

1.

10

c)

d)

a)

b)

a)
b)

a)

b)
c)

a)

b)

a)

b)

O valor inicial ¢ R(0)=...=A.

R(t):éc...cﬂzﬁ.
2 B

R(0) =28 A=28
e 14
R(1) = 26 B=In=

A diferenga de altura dos postes € aproximadamente 22,2 metros.

(f(30)-f(0)=...~222)

A distancia ao primeiro poste do ponto do fio mais préximo do solo é de 10 metros.

F(X)=...= 0,5.(e°’1"’1 _ e1—0,1x)

f'(x)=0=..ox=10

Podemos considerar a figura do enunciado como sendo o grafico de f (imaginando um referencial em que o eixo

das abcissas esteja sobre 0 solo e o0 das ordenadas sobre o primeiro poste). O Unico valor que anula f' é
necessariamente o ponto onde f toma o seu valor minimo.

Utilize regas operatérias de logaritmos.

O ponto considerado tem abcissa 32.
(3+logr x=8<..<x=32)

O declive dessa recta &é m = f'(1) = 1+In1

=1 e o ponto de tangéncia é P (1, f(1)).

Logo, y = x—1 é a equacgao reduzida dessa recta.

Sim. Porqué?

O gréfico de ftem a concavidade voltada para cima no intervalo ]O 1[ e a concavidade voltada para baixo no
intervalo ]1, + oo[. O ponto de coordenadas (1, 0) € um ponto de inflexdo do grafico da fungao.

f'"(xX)=0= x=1

f'(x)>0, vxe p,1

f'(x) <0, Vx e i+

log1o E = 5,24 + 144 x86 < logqo E = 17,624 < E = 1017624
Logo, E =42x 10" Joule, aproximadamente.

logyg E-524 e E=5x42x10",vem M = 17 +10g10 21-524
144 144
A magnitude de tal sismo é 9,1.

Como M = =91 (1c.d.).

C é continua no intervalo Ll 1], pois & o produto e composta de fun¢des continuas em IR.
E C(%) ~ 0,86 e C(1) ~ 148, logo C(%)< 1<C(1).
A concentragdo de medicamento no sangue do doente foi maxima as 12 h e 20 min.

C'(t)=20723 _06te 03

C'(t):O@...@t:g

O Professor



